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Samenvatting

De categorieéntheorie biedt een abstract kader om wiskundige objecten en re-
laties tussen deze objecten te bestuderen. In deze scriptie wordt deze theorie
toegepast om enkele stellingen te formuleren en te bewijzen. Er wordt een al-
gemene inleiding gegeven in de basisbegrippen van de categorieéntheorie. Deze
begrippen worden gebruikt om een zekere equivalentie tussen compacte Haus-
dorffruimten en commutatieve Banach-algebra’s aan te geven en deze equiva-
lentie wordt bewezen met behulp van enige begrippen uit de functionaalana-
lyse. Verder wordt het verband tussen de fundamentaalgroep van een topologi-
sche ruimte met universele overdekking en de mogelijke overdekkingen van deze
ruimte bestudeerd. Ten slotte wordt dit gegeneraliseerd naar ruimten zonder
universele overdekking.
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Inleiding

In alle takken van de wiskunde komen we verzamelingen tegen die uitgerust zijn met een
zekere extra structuur, zoals groepen, topologische ruimten of vectorruimten. De verschillende
structuren lopen ver uiteen — we zien niet onmiddellijk een verband tussen een topologie en
een groepsbewerking — maar in alle gevallen bestuderen we afbeeldingen tussen de objecten
die op een of andere manier de structuur bewaren. Voor groepen zijn dit homomorfismen,
voor topologische ruimten continue afbeeldingen en voor vectorruimten lineaire afbeeldingen.
Dit soort structuren zijn binnen de wiskunde overal aanwezig en om de verbanden tussen
verschillende klassen van dit soort objecten te bestuderen is het aantrekkelijk om een algemene
theorie van “verzamelingen met structuur” en “afbeeldingen die structuur behouden” op te
zetten. Dit is voor het eerst gedaan in de jaren veertig van de vorige eeuw in het kader van
de algebraische topologie. De zo ontstane categorieéntheorie is in de loop van afgelopen eeuw
verder ontwikkeld en heeft toepassingen binnen de abstracte algebra en logica.

Het centrale object in deze theorie is de categorie, die bestaat uit zowel objecten als
de verbanden tussen deze objecten. Zo kunnen we bijvoorbeeld spreken over de categorie
van groepen, waarvan de objecten groepen zijn en de verbanden homomorfismen van groe-
pen. Verschillende categorieén kunnen we vergelijken. Een belangrijk begrip hierbij is een
zogenaamde equivalentie van categorieén, dat aangeeft dat twee categorieén vrijwel identiek
zijn, zowel in objecten als in verbanden. De categorieéntheorie stelt ons in staat om deze
equivalenties te formuleren.

In het eerste hoofdstuk ontwikkelen we de benodigde gereedschappen van de catego-
rieéntheorie om dit te kunnen doen. Daarna bekijken we in het tweede hoofdstuk een equi-
valentie tussen categorieén, een bekend resultaat uit de theorie van Banach-algebra’s dat
ons vertelt dat de categorie van commutatieve Banach-algebra’s equivalent is met die van
compacte Hausdorffruimtes. Om dit te bewijzen is nogal wat functionaalanalyse benodigd,
waarvan een deel terug te vinden is in de appendix. Ten slotte bekijken we in het derde
hoofdstuk enkele constructies uit de categorieéntheorie waarmee we de fundamentaalgroep
van een topologische ruimte kunnen bestuderen.



Hoofdstuk 1

Categorieéntheorie

In dit hoofdstuk definiéren we de basisbegrippen van de categorieéntheorie: categorieén, func-
toren en natuurlijke transformaties. Deze begrippen zijn voldoende om te kunnen formuleren
wat een equivalentie van categorieén is en dit zullen we dan ook doen aan het einde van dit
hoofdstuk.

I.1 Categorieén

We voeren het eerste centrale begrip van de categorieéntheorie in, waarmee het concept van
een “klasse van verzamelingen met structuur” wordt vastgelegd.

Definitie 1.1.1. Een categorie C bestaat uit
e cen collectie ObC van objecten,
e voor iedere X,Y € ObC een verzameling Hom(X,Y) van morfismen ¢: X — Y en

e cen collectie bewerkingen o: Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z), de samenstelling
van morfismen.

Deze objecten moeten voldoen aan

e voor alle X € ObC er bestaat een idx € Hom(X, X) met idx o ¢ = ¢ oidx = ¢ voor
alle morfismen ¢;

e de bewerking o is associatief: (¢o1))oy = ¢o(pox) voor ¢ € Hom(X,Y), ) € Hom(Y, Z),
x € Hom(Z, A).

Merk op dat deze definitie niet vastlegt dat de objecten van een categorie inderdaad
verzamelingen zijn met een extra structuur of dat de morfismen inderdaad afbeeldingen zijn;
een categorie die wel van de deze vorm is, noemt men wel een concrete categorie. Zoals we
hieronder zien, zijn er zeker voorbeelden te bedenken van categorieén die niet van deze vorm
zijn. In deze scriptie zullen wij echter hoofdzakelijk ons bezighouden met het bestuderen van
enkele specifieke concrete categorieén.

Wellicht is het meest voor de hand liggende voorbeeld van een categorie de categorie Set
van alle verzamelingen met als morfismen tussen twee verzamelingen X en Y alle mogelijke
afbeeldingen en met de gebruikelijke samenstelling van afbeeldingen. Al eerder zijn genoemd



de categorie Grp van groepen (G,-) met als morfismen de homomorfismen en de categorie
Vecyk van vectorruimten over een lichaam K met lineaire afbeeldingen. Vrijwel analoog
kunnen we Top, de topologische ruimten met continue afbeeldingen, en nog vele andere
categorieén van deze vorm bekijken.

Opmerking 1.1.2. De categorie Set geeft een indicatie van hoe groot categorieén kunnen
zijn. De collectie Ob Set bestaat uit alle mogelijk verzamelingen. Dit kan dan ook zelf niet
een verzameling zijn. Immers, als dit een verzameling was, konden we ook de deelverzameling
hiervan gegeven door S = {X € ObSet : X ¢ X} bekijken en men kan eenvoudig inzien
dat dit tot een tegenspraak leidt (geldt S € S7). Dit probleem staat bekend als de paradoz
van Russell, bedacht door Bertrand Russell in 1901. Ook ObGrp en ObTop zijn geen
verzamelingen en in het algemeen zal de collectie objecten van een concrete categorie geen
verzameling zijn. Dit soort collecties worden klassen genoemd. ledere verzameling is een
klasse, maar niet iedere klasse is een verzameling. De operaties die we met klassen kunnen
doen zijn beperkter dan wat mogelijk is met verzamelingen. Zo kunnen we wel de vraag
stellen “is de verzameling S bevat in de klasse X7”, maar de vraag “is de klasse X bevat in
de klasse Y77 heeft geen betekenis als Y geen verzameling is.

Nu we beschikken over het concept van een categorie, willen we graag verbanden tussen
verschillende categorieén bestuderen. Hierbij kunnen we opmerken dat categorieén zelf ook
weer “verzamelingen” met structuur zijn. Het enige dat nog ontbreekt zijn afbeeldingen tussen
categorieén die de structuur, hier bestaande uit morfismen en hun samenstelling, respecteren.

Definitie I.1.3. Laat C en D categorieén zijn. Een (covariante) functor F:C — D is een
afbeelding die aan ieder object X € ObC een object F(X) € ObD toevoegt en aan ieder
morfisme ¢ € Hom(X,Y') een morfisme F(¢) € Hom(F(X), F(Y)) toevoegt zodat

1. F(idx) = idp(x) voor alle X € ObC
2. F(¢ov) = F(¢)o F(¢) voor alle morfismen ¢ € Hom(X,Y), ¢ € Hom(Y, Z).

Vele voorbeelden van functoren zijn te verkrijgen als afbeeldingen die structuur “vergeten”.
Zo kunnen we eenvoudig functoren van Grp of Top naar Set vinden door een groep of
topologische ruimte af te beelden op de onderliggende verzameling. De homomorfismen of
continue afbeeldingen blijven hetzelfde, maar we vergeten het feit dat ze structuur respecte-
ren. Evenzo kan men een functor Vecxy — Grp definiéren die een vectorruimte opvat als
groep met optelling. Een interessanter voorbeeld van een functor komt uit de algebraische
topologie: zij Top™ de categorie van topologische ruimten met een uitgekozen punt (X, xzg)
met als morfismen tussen (X, xg) en (Y, yo) continue afbeeldingen f: X — Y met f(z¢) = yo.
Definieer de functor F': Top* — Grp door F((X , QZ())) = m1(X,z0), de fundamentaalgroep
van X in zg. Aan een continue afbeelding f: (X,z9) — (Y,yo) kent F het geinduceerde
homomorfisme van fundamentaalgroepen f,: w1 (X, zo) — 71 (Y, yo) toe.

Een ander voorbeeld van een functor is te vinden in de lineaire algebra. Definieer de
afbeelding Vecx — Vecg die aan een vectorruimte V' zijn duale vectorruimte

V*={f:V — K, f lineair en continu}

toevoegt. Gegeven een lineaire afbeelding tussen vectorruimten L: V — W verkrijgen we
op natuurlijke wijze een afbeelding L* tussen de duale vectorruimten door voor f € W* te
definiéren L*(f) = f o L. Echter, L* is nu een afbeelding van W* naar V* in plaats van een



afbeelding V' — W, dus volgens bovenstaande defintie kunnen we hier niet van een functor
spreken. Dergelijke constructies waarbij er pijlen worden omgekeerd komen echter regelmatig
voor, dus we willen dit soort functors graag toelaten.

Definitie 1.1.4. Laat C en D categorieén zijn. Een contravariante functor F': C — D is een
afbeelding die aan ieder object X € ObC een object F(X) € ObD toevoegt en aan ieder
morfisme ¢ € Hom(X,Y) een morfisme F(¢) € Hom(F(Y), F(X)) toevoegt zodat

1. F(idx) = idp(x) voor alle X € ObC
2. F(po) = F () o F(¢) voor alle morfismen ¢ € Hom(X,Y) ¢ € Hom(Y, 7).

Opmerking 1.1.5. We kunnen functoren samenstellen op de voor de hand liggende manier
en hiermee geven functoren ons morfismen tussen categorieén. Dit betekent echter niet dat we
kunnen spreken over een categorie van alle categorieén. Immers, zoals eerder gezegd vormen
de meeste categorieén zelf geen verzamelingen meer en daarom kunnen we niet zonder meer
de collectie van alle categorieén vormen — klassen kunnen geen elementen van klassen zijn.
Wel kunnen we ons beperken tot de categorieén waarvoor zowel de objecten als de morfismen
wel een verzameling vormen, de zogenaamde kleine categorieén, en een categorie Cat van
kleine categorieén vormen.

We gaan verder met het vergelijken van categorieén.

Definitie 1.1.6. De identiteitsfunctor idc: C — C wordt gegeven door ide(X) = X voor alle
objecten X € ObC en id¢(¢) = ¢ voor alle morfismen ¢ € Hom(X,Y). Twee categorieén
C en D heten isomorf als er een tweetal functoren F': C — D en G: D — C bestaat zodat
FOG:idD en GOF:idc.

Met dit begrip kunnen we aangeven wanneer twee categorieén praktisch hetzelfde zijn. In
de praktijk blijkt dit echter een minder nuttig begrip. Immers, bij deze isomorfismen moet
(F o G)(X) altijd precies gelijk aan X zijn, terwijl we in een categorie vaak een verfijnder
begrip van “gelijkheid van objecten” hebben, zoals homeomorfismen in topologische ruimten
en isomorfismes van groepen. Dit begrip kunnen we ook in een algemene categorie definiéren:

Definitie I.1.7. Een morfisme ¢ € Hom(X,Y') in een categorie C heet een isomorfisme als
er een 1 € Hom(Y, X)) bestaat zodat ¢ oy = idy en ¢ o ¢ = idx.

We zijn nu geinteresseerd in paren functoren F': C — D, G: D — C met de eigenschap dat
de objecten (F o G)(X) en (Go F)(Y) isomorf zijn met de orginelen. Om dit te formaliseren,
introduceren we een derde centraal begrip uit de categorieéntheorie, een transformatie tussen
functoren.

Definitie 1.1.8. Zij F': C — D en G: C — D functoren. Een natuurlijke transformatie of
morfisme van functoren (: F' — G is een collectie morfismen (x: F(X) — G(X) zodat voor
alle X, Y € ObC en ieder morfisme ¢: X — Y het volgende diagram commuteert:

r) 29 pyy
Cx ¢y
G(X G(Y

(X) @) (Y)



Voor een eenvoudig voorbeeld van een morfisme van functoren gaan we terug naar de
functor Vecx — Vecyk die aan een vectorruimte V zijn duale V* toevoegt. De samenstelling
van deze functor met zichzelf voegt aan V' de vectorruimte (V*)* toe. Noem deze samen-
gestelde functor F. Voor een vectorruimte V kunnen we een afbeelding ¢y : V. — (V*)*
definiéren door ¢y (z) = (f — f(z)). Men kan eenvoudig nagaan dat dit een morfisme van
functoren tussen de identiteitsfuctor op Vecg en F' geeft. Merk op dat de afbeelding {y over
het algemeen geen isomorfisme is, want deze afbeelding is niet noodzakelijk surjectief als V'
oneindig-dimensionaal is.

De naam suggereert dat de “morfismen van functoren” de morfismen in een categorie vor-
men: de categorie van alle functoren C — D. De samenstelling van morfismen van functoren
en het identiteitsmorfisme zijn op de voor de hand liggende manier gedefinieerd. Echter, net
als bij de categorie van alle categorieén moeten we ook bij deze categorie voorzichtig zijn —
zijn functoren verzamelingen?

In ieder geval kunnen we nu spreken van een isomorfisme van functoren en dit geeft
aanleiding tot een praktischer begrip van “gelijkheid” van categorieén dan isomorfisme:

Definitie 1.1.9. Een paar functoren F': C — D, G: D — C heet een equivalentie van catego-
rieén als er isomorfismes van functoren F o G — idp en G o F' — id¢ bestaan.

Merk op dat voor een morfisme van functoren (: F' — G de conditie dat er een inverse
morfisme bestaat, vervangen kan worden door de conditie dat (x: F(X) — G(X) een iso-
morfisme is voor alle X.

In dit hoofdstuk hebben we een overzicht gegeven van de basisbegrippen van de catego-
rieéntheorie. Het is nog niet af.



Hoofdstuk 11

Banach-algebra’s en compacte
Hausdorffruimten

In dit hoofdstuk bewijzen we de volgende stelling, een equivalentie van categorieén uit de the-
orie van commutatieve Banach-algebra’s. Dit resultaat maakt het mogelijk om topologische
begrippen te vertalen naar de algebra en andersom.

Stelling II. Zij Haus de categorie van alle compacte Hausdorffruimten met continue afbeel-
dingen en Ban de categorie van alle Banach-algebra’s met involutie, waarbij de morfismen
algebra-homomorfismen zijn. De functor die een compacte Hausdorffruimte afbeeldt op de
Banach-algebra van continue C-waardige functies geeft een equivalentie van categorieén tus-
sen Ban en Haus.

II.1 Banach-algebra’s

Om te beginnen geven we een korte introductie in de theorie van Banach-algebra’s, waarbij
enkele definities en resultaten langskomen die we nodig zullen hebben om het bovenstaande
resultaat te bewijzen.

Definitie II.1.1. Een commutatieve Banach-algebra is een volledige genormeerde vector-
ruimte over C met

e een bewerking -: A x A — A die commutatief, associatief, distributief is en voldoet aan
-yl < llz([llyll; en

e cen eenheidselement 1 dat voldoet aan 1-a =a -1 = a voor alle a € A.

Merk op dat uit de eigenschap ||z -y|| < ||z||||y|| volgt dat - continu is op A in de topologie
afkomstig van de norm. Een commutatieve Banach-algebra is zowel een commutatieve ring
als een vectorruimte. We kunnen dan ook op de gebruikelijke wijze spreken over lineaire
deelruimten en idealen. Een ideaal I is in het bijzonder een lineaire deelruimte, dus de
quotiéntruimte A/I is weer zowel een ring als vectorruimte. Als I ook gesloten is wordt
het quotiént weer een Banach-algebra met de quotiéntnorm ||z + I|| = infycr ||z + y||. Een
morfisme van Banach-algebra’s respecteert de gehele structuur (met uitzondering van de norm,
die slechts gedeeltelijk wordt gerespecteerd):



Definitie I1.1.2. Een homomorfisme ¢: A — B van commutatieve Banach-algebra’s A en B
is een continue lineaire afbeelding met ¢(a - a') = ¢(a) - ¢(a’) en ¢(1) = 1.

We bekijken eerst hoe we, gegeven een compacte Hausdorffruimte, een Banach-algebra
kunnen construeren.

Definitie I1.1.3. Zij X een compacte topologische ruimte. We schrijven C'(X) voor de
algebra van continue C-waardige functies op X. De norm op C(X) is de supremumnorm
Il = maxzex |f(x)| voor f € C(X). Merk op dat ||f|| eindig is vanwege de compactheid
van X.

Lemma I1.1.4. Zij X een compacte Hausdorffruimte. Dan is C(X) met deze norm een
Banach-algebra.

Bewijs. Zij fy, een Cauchyrij in C'(X). Dan is voor iedere z € X de rij f,,(z) ook Cauchy, dus
vanwege de volledigheid van C convergeert f,(x) naar een f(x) € C. Dit geeft een functie
f: X — C. We bewijzen nu dat f continu is en dat f, — f in de supremumnorm. Voor
iedere x € X geldt

fal@) — f@)] = |fale) = m frn(@)] = 1 |fu(2) ~ fn(a)]

dus als f continu is, geldt zeker f,, — f. Neemnu U C Copeneny € f~1(U). Danis f(y) € U
en U is open, dus er is een § > 0 zodat B(f(y),d) C U. Dan bestaat er een N zodat voor
n > N geldt | f,,(z) — f(z)| < /3 voor alle z € X. In het bijzonder geldt f,(y) € B(f(y),5/3)
en V = f1(B(fn(y),6/3)) is open in X. Neem nu z € V, dan is f,,(z) € B(fa(y),d/3), dus
f(z) € B(fn(y),26/3) C U. We concluderen dat y € V C f~1(U), dus f~'(U) is open. O

We zullen zien dat dit ons een functor Haus — Ban levert. Echter, om van een equiva-
lentie van categorieén te kunnen spreken, hebben we ook een functor Ban — Haus nodig.
Dit vergt iets meer werk.

Definitie I1.1.5. Het Gelfand spectrum Spec(A) van een commutatieve Banach-algebra A
is de verzameling van alle homomorfismen A — C. We maken hiervan een topologische
ruimte door deze uit te rusten met de grofste topologie zodat voor a € A de afbeelding
fa=¢ — ¢(a): Spec(A) — C continu is. We noemen deze topologie de T-topologie.

Merk op dat de ruimte Spec(A) een deelruimte van de duale vectorruimte A* van A is.
De duale vectorruimte is zelf een topologische ruimte met de topologie afkomstig van de
operatornorm. Ook is f, = ¢ — ¢(a) een continue afbeelding in de topologie afkomstig van
deze norm. Tmmers, als 6,1 € Spec(A) dan is | fa(6) — fa()] = [6(a) — ¥(@)] < lé — ¥ al
en dit is klein als de operatornorm ||¢ — 1| klein is. De topologie 7* is dus zwakker dan de
normtopologie.

We zullen nu aantonen dat het Gelfand spectrum in de 7*-topologie een compacte Haus-
dorffruimte is. Hiervoor hebben we nog enig gereedschap nodig, waaronder een alternatieve
representatie van het Gelfand spectrum, gegeven door onderstaande propositie.

Lemma II.1.6. Zij A een commutatieve Banach-algebra en m een mazximaal ideaal in A.
Dan is A/m = C.



Bewijs. Merk op dat A/m een lichaam is en ook een commutatieve Banach-algebra vanwege
Gevolg A.2.3. In het bijzonder bevat A/m een eenheidselement 1, en daarmee ook C =1-C.
Definieer ¢: C — A/m met ¢(1) = 1, dit is een injectief homomorfisme. Stel dat x € A/m niet
in het beeld van ¢ ligt. Vanwege de Stelling van Gelfand |A.2.5/ bestaat er A € C zodat x — A
niet inverteerbaar is. Maar dan is x — A = 0 want A/m is een lichaam. Er volgt z = A = ¢()),
een tegenspraak. Dus ¢ is surjectief en daarmee een isomorfisme van Banach-algebra’s. [

Propositie I1.1.7. Zij A een commutatieve Banach-algebra. Zij M(A) de verzameling van
alle mazimale idealen in A. Dan is de afbeelding M = ¢ +— ker ¢: Spec(A) — M(A) een
bijectie.

Bewijs. Merk op dat M goedgedefinieerd is, want ¢ € Spec(A) is surjectief en dus vanwege
de isomorfiestelling voor ringen A/ker¢ = C. Omdat C een lichaam is, volgt dat ker ¢
een maximaal ideaal is. Voor m € M(A) geldt A/m = C, dus er bestaat een isomorfisme
: A/m — C. We kunnen hiermee een afbeelding N: M(A) — Spec A definiéren door
N(m) = a > ([a]), waarbij [a] de klasse van a in A/m is. Dan is

(Mo N)(m) =ker(a— [a]) =m
(N o M)(¢) = a— ¢([a]) = ¢.

Deze afbeeldingen zijn dus elkaars inverse en M is een bijectie. O

Gevolg I1.1.8. Voor ¢ € Spec(A) geldt ||¢p|| = 1, met || -|| de operatornorm op de ruimte van
begrensde lineaire afbeeldingen A — C.

Bewijs. De afbeelding ¢ induceert een afbeelding ¢: A/ker¢ — C met ¢ = ¢ o 7, waarbij
7: A — A/ker ¢ de quotiéntafbeelding is. Dan is ||¢|| < ||¢[/||7|| < 1, want ¢ is een unitaire
afbeelding van eendimensionale Banach-algebra’s en ||7(z)|| = infye; ||z + y|| < . Ook geldt
#(1) =1, dus ||¢] = 1. O

Hiermee hebben we alle benodigde ingrediénten om de volgende propositie te bewijzen.
Propositie I1.1.9. De ruimte Spec(A) is een compacte Hausdorffruimte in de 7*-topologie.

Bewijs. Stel ¢,1 € Spec(A) met ¢ # 1. Dan is er een a € A zodat ¢(a) # ¥(a). Omdat C
Hausdorff is, bestaan er U 3> f(a), V 3 g(a) met U NV = (. Dan zijn f, 1(U) en f, (V)
disjuncte open omgevingen van ¢ en . We bewijzen nu compactheid. Volgens de Stelling
van Banach-Alaoglu [A.1.2 is de eenheidsbal B in A*, de duale vectorruimte van A met de
operatornorm, compact in de 7*-topologie op A*. Vanwege Gevolg I1.1.8 geldt Spec(A4) C B.
Het is nu voldoende te laten zien dat Spec(A) gesloten is in B. Dit is eenvoudig in te
zien, want Spec(A) bestaat precies uit die elementen ¢ van A* die voldoen aan ¢(1) = 1 en
d(x-y) = d(z) - ¢(y) voor alle x,y € A. Daaruit volgt

Spec(4) = fr (AN N () (fo- fy = foy) ' ({O})

z,y€A

en iedere verzameling in deze doorsnede is gesloten per definitie van de topologie. O



1I.2 Equivalentie van categorieén

We beschikken nu over een manier om aan een compacte Hausdorffruimte een commutatieve
Banach-algebra toe te kennen en ook andersom. In deze paragraaf tonen we aan dat deze
toekenningen (contravariante) functoren zijn en dat zij een equivalentie van categorieén tussen
Ban en Haus geven.

Propositie 11.2.1.

1. Definieer F': Haus — Ban door F(X) = C(X) voor een compacte Hausdorffruimte X
en F(¢) = f+— fo¢p: C(Y) — C(X) voor een continue afbeelding ¢: X — Y. Dan is
F een contravariante functor.

2. Definieer G: Ban — Haus door G(A) = Spec(A) wvoor een commutatieve Banach-
algebra A € ObBan en G(a) = m — m o a voor een homomorfisme a: A — B. Dan
18 G een contravariante functor.

Bewijs. Beide beweringen zijn eenvoudig na te gaan:

1. Het is duidelijk dat voor ¢ € Hom(X,Y) de afbeelding G(¢): C(Y) — C(X) gegeven
door f +— f o ¢ een homomorfisme van algebra’s is. Ook geldt

F(poy)=frfol(pot)=(frfov)o(frfog)=F()oF(e)

2. We gaan na dat voor a € Hom(A, B) de afbeelding Z = m +— m o a een continue
afbeelding Spec(B) — Spec(A) is. Neem een element Ba(a,U) = {¢ € Spec(A4): ¢(a) €
U} in de basis van de topologie op Spec(A) voor zekere a € A en U C C open. Dan is

Z_l(BA(a, U)) = {¢ € Spec(B): ¢(a(a)) € U} = Bg(a(a),U). O

De volgende twee stellingen geven de benodigde isomorfismen GoF' 2 idgaus en FoG = idgan
om de equivalentie aan te tonen.

Stelling 11.2.2. De functor G o F': Haus — Haus met G en F zoals boven gedefinieerd is
isomorf met idgaus-

Bewijs. Zij X een topologische ruimte. We zullen aantonen dat X en G(F(X)) = Spec(C’(X))
homeomorf zijn. Bekijk de afbeelding X — Spec(C(X)) gegeven door (x(z) = f — f(z).
Neem nu ¢ € Spec(C(X)) en schrijf m = ker¢. We beweren dat (fem Z(f) precies één
element bevat.

Om te beginnen tonen we aan dat (¢, Z(f) # 0. Omdat X compact is en de ver-
zamelingen Z(f) = f~1({0}) gesloten zijn voor alle f, is het voldoende te bewijzen dat
Z(f1) N+ Z(fn) # 0 voor iedere eindige deelverzameling {fi,..., fn} C m. Stel dat dit wel
zo is. Definieer g = f1f1 + -+ + fufn € m, dan is g nergens nul op X. Maar dan is 1/g een
continue functie op X, dus 1 = gg~!' € m. Dit is een tegenspraak. Stel nu a,b € mem Z(f)
met a # b. Dan geldt m C {f € C(X): f(a) = 0} en dit is een ideaal strikt groter dan m
wegens het Lemma van Urysohn, immers er bestaat f: X — C met f(a) = 0 en f(b) = 1.
Dit is in tegenspraak met het feit dat m maximaal is.

Definieer nu {x(¢) als dit unieke element van () scy, 4 Z(f). We laten zien dat x en (x el-

kaars inversen zijn. Voor x € X is (§xo(x)(x) gelijk aan het element van ﬂgeker (=t (@) Z(g).
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Functies in ker( f—f (:L‘)) zijn duidelijk 0 in z, dus dit element kan niets anders zijn dan
z. Andersom vinden we voor ¢ € Spec(C(X)) dat (Cx o &x)(¢) gelijk is aan de afbeelding
f — f(2), waarbij z het unieke element van X is waar alle elementen uit de kern van ¢
gelijk aan 0 zijn. Als f(z) = 0 geldt f € ker ¢ vanwege de maximaliteit van ker ¢. Vanwege
Propositie 11.1.7 wordt een element van Spec(A) geheel bepaald door zijn kern, dus er volgt
dat deze afbeelding gelijk is aan ¢. Dit bewijst de bewering en hiermee hebben we vastgesteld
dat (x een bijectie is.

We tonen aan dat (x zelfs een homeomorfisme is. De afbeelding (x is continu per definitie
van de topologie op Spec (C’ (X )), immers verzamelingen uit de basis van deze topologie zijn
van de vorm B(a,U) = {¢ € Spec(C(X)): ¢(f) € U} voor zekere f € C(X) en U C C open.
Dan is (' (B(a,U)) = {z € X : f(z) € U} en dit is open vanwege de continuiteit van f.
Verder is X compact en Spec (C (X )) Hausdorff, dus er volgt dat (x een homeomorfisme is.

Tenslotte gaan we na dat ¢ inderdaad een natuurlijke transformatie G o F' — idiyaus geeft,
dat wil zeggen dat voor alle ¢: X — Y het volgende diagram commuteert:

(G o F)(¢)

(Go F)(X) (Go F)(Y)

Cx Cy

X Y

We hebben F(¢) = f+— (f o) en

G(F(¢)) =m— (mo(f = (fod))),
dus

(Go F)(¢)(¢x(x) =G(F () (9 — g(x)) = (97— g(x)) o (f — (fo9))
=f=(fod)(x)= [ f(o(x)) = v (o(a)). O

Om te bewijzen dat F' o G ook isomorf is met de identiteit hebben we een extra structuur
nodig op de Banach-algebra:

Definitie I1.2.3. Een involutie op een commutatieve Banach-algebra A is een afbeelding
r+— z*: A — A die voldoet aan ||z* - x| = ||z||?, (z*)*, \z)* = X\z*, (z +y)* = 2* +y* en
(x-y)" =y*-x* voor alle z,y € A en A € C. De involutie op de Banach-algebra van continue
functies wordt gegeven door complexe conjugatie.

Stelling I1.2.4. De functor F o G: Ban — Ban is isomorf met idgan-

Bewijs. Neem A € ObBan. We zullen aantonen dat A en C (Spec(A)) isomorf zijn als Banach
algebra’s. Definieer (4: A — C(Spec(A)) door (a(a) = f, = ¢ — ¢(a). De afbeeldingen f,
zijn continu per definitie van de topologie op Spec(A), dus dit is goedgedefinieerd.

We laten zien dat voor ¢ € Spec(A) geldt dat ¢(z*) = ¢(z). Neem daartoe eerst xz € A
met z = x* en bekijk z = z + it voor ¢t € R. Schrijf ¢(z) = o + i3, dan geldt

d(z)=a+if+it=a+i(B+1).
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Nu is
o+ (B+1)° = o) < |217 = [z - 2*[| = Iz + it) (z — it)|| = [|a® + ]| < [Ja*[| + ¢,

oftewel a? + 5% + 26t < ||2||. Dit geldt voor alle t € R, dus 3 = 0 en hieruit volgt ¢(x) € R.
Neem nu z € A willekeurig, dan kunnen we z schrijven als z = (z+x*)/2+ (z— ™) /2, waarbij
u:= (x+2%)/2 en v := —i(x — 2*)/2 voldoen aan u* = u en v* = v. Dan is x = u + v,
¥ =u—iv, dus ¢(z*) = d(u) —ip(v) = ¢(z).

7Zij V. = {Ca(a) : a € A}. Dan is V gesloten onder complexe conjugatie en V' bevat
alle constante functies, immers voor A € C is de functie f) constant vanwege het feit dat
de ¢ € Spec(A) unitair zijn. Ook geldt als twee functies ¢, verschillend zijn dat er een
a € A bestaat zodat ¢(a) # 1 (a). Dus uit Stone-Weierstrass (A.1.1) volgt dat V' dicht ligt in
C(Spec(A)).

We tonen nu aan (4 een isometrie is. Hieruit kunnen we concluderen dat het beeld van
Ca gesloten is en dus gelijk is aan C(Spec(A)). Neem a € A. Vanwege Stelling A.2.6 en
Stelling |A.2.7| geldt

[falloo = sup{[fa()| : ¢ € Spec(A)} = sup{|p(a)| : ¢ € Spec(A)}

n|l/n
I,

= sup{|A| : A € o(a)} = pla) = lim [

dus het is voldoende om te laten zien dat deze limiet gelijk is aan ||al|. Er geldt

la®ll = VIi(a®)* - a?|| = V]a* - a* - a- ]l = V][(a* - a)*(a*a)]| = [la* - a]| = [Jal|?

en met inductie vinden we ||a2"|| = ||a||?". Er volgt dat lim, . ||a”||"/" = |a|| zoals gewenst.
Ten slotte gaan we na dat voor z : A — B het volgende diagram commuteert:
(FoG)(2)
(FoG)(A) (FoG)(B)
Ca CB
A 2 B

We hebben G(z) = ¢ +— ¢ozen

F(G(z))=fr fo(prdoz)=fr (¢ f(do2)),

dus

(F o G)(2)(Cala)) = (F o G)(2)(fa) = falp 0 2) = (2(a)) = fua)(¢) = Cp(2(a)). O

Met deze stelling hebben we bewezen dat er een correspondentie is tussen Banach-algebra’s
en topologische ruimten. Dit betekent dat we iedere bewering over compacte Hausdorffruim-
ten om kunnen zetten in een bewering over Banach-algebra’s en andersom. Zo kunnen we
bijvoorbeeld bekende resultaten uit de topologie gebruiken om een bewering over Banach-
algebra’s te bewijzen:
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Propositie 11.2.5. Zij f: A — B een morfisme van Banach-algebra’s. Dan is imf weer een
Banach-algebra.

Bewijs. Het corresponderende resultaat voor compacte Hausdorffruimten is bekend: het beeld
van een continue afbeelding tussen compacte Hausdorffruimten is weer een compacte Haus-
dorffruimte. Het is dus voldoende om aan te tonen dat het beeld wordt behouden onder
de equivalentie. Neem daartoe een continue afbeelding van compacte Hausdorffruimten
f: X — Y en schrijf f* voor de corresponderende afbeelding C(Y) — C(X). We bewij-
zen dat C’(f(X)) >~ imf*. Een lineaire afbeelding (: C’(f(X)) — imf* wordt gegeven door
¢ = ¢ — ¢o f. Deze afbeelding is duidelijk injectief en surjectief vanwege Tietze’s exten-
siestelling. Ook is ||((¢)|| = ||¢|l, dus dit is een isometrisch isomorfisme van genormeerde
algebra’s. Dus C(f(X)) = imf* en in het bijzonder is im f* Banach. Omdat iedere afbeel-
ding van Banach-algebra’s overeenkomt met een continue afbeelding van Hausdorffruimten
volgt de stelling. 0
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Hoofdstuk III

Fundamentaalgroep

Zoals in het eerste hoofdstuk al werd vermeld, is de fundamentaalgroep een functor van de
categorie Top™ van topologische ruimten met een uitgekozen punt naar de categorie Grp
van groepen. Deze functor voegt aan een topologische ruimte (X, zg) de groep m1 (X, zg)
van homotopieklassen van lussen met basispunt zg toe, waarbij de groepsbewerking * wordt
gegeven door samenstelling van lussen. Aan een afbeelding f: (X, z9) — (Y, y0) voegt deze
functor de afbeelding f.: m (X, z0) — m(Y,y0) gegeven door fi([v]) = [f o~] toe. In dit
hoofdstuk bewijzen we een equivalentie tussen overdekkingen en verzamelingen waar de fun-
damentaalgroep op werkt, eerst voor ruimten met een universele overdekking en daarna in
het algemeen.

III.1 Overdekkingen

De eerste berekening van een fundamentaalgroep die men in een tekst over algebraische to-
pologie tegenkomt is die van de cirkel S'. Om hiervan de fundamentaalgroep te berekenen
wordt gebruikt dat de cirkel overdekt wordt door de reéle lijn R met behulp van de afbeel-
ding x — e*™®. Voor deze overdekking geldt dat afbeeldingen naar de cirkel op een zekere
(unieke) manier “opgetild” kunnen worden naar de reéle lijn en hiermee kan bewezen worden
dat (S, s0) = Z. De volgende definities maken dit precies en generaliseren dit naar een
willekeurige topologische ruimte’.

Definitie ITI.1.1. Zij X een topologische ruimte. Een overdekkingsruimte (Y, p) van X is een
topologische ruimte Y en een continue surjectieve afbeelding p : Y — X met de eigenschap dat
er een open overdekking {U,} van X is zodat voor iedere a geldt dat p~1(U,) een disjuncte
vereniging van open verzamelingen V3 in Y is, waarbij voor iedere 3 de beperking ply, een
homeomorfisme V3 — U, is.

Definitie IT1.1.2. Zij (Y,p) een overdekkingsruimte van X en f: Z — X een continue
afbeelding. Een afbeelding f: Z — Y heet een lift van f als po f = f.

Analoog aan het geval van de cirkel kan voor een willekeurig topologische ruimte bewezen
worden dat lifts van lussen en homotopieén bestaan en uniek zijn. Hierbij is het volgende
lemma handig:

'Hierbij, en in het vervolg van deze paragraaf, volgen we grotendeels ]
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Lemma II1.1.3. Zij f: Z x[0,1] — X een continue afbeelding en {U,} een open overdekking
van X. Neem z € Z, dan is er een partitie 0 = tog < t1 < -+ < tp_1 < tp, = 1 van [0,1] en
een open omgeving V. C Z van z zodat voor iedere i geldt f(V X [ti,tit1]) C Uy, voor zekere
Q5.

Bewijs. De verzamelingen f~!(U,) vormen een open overdekking van Z x [0, 1] en ieder van
deze verzamelingen is een vereniging van omgevingen van de vorm U X (a,b), want deze
omgevingen vormen een basis van de producttopologie op Z x [0, 1]. Vanwege de compactheid
van {z} x [0,1] zijn er dus eindig veel verzamelingen van de vorm U; X (a4, b;) die {z} x [0, 1]
overdekken, waarbij iedere U; een open omgeving van z is en U; x (a;,b;) C f~1(Us,) voor
zekere «;. De (a4, b;) overdekken [0, 1], dus er bestaan 0 = tg < --- < t,, = 1 zodat voor elke
j er een i is zodat [t;,t;+1] C (ai, b;). In het bijzonder geldt dan U; N [tj, tj+1] C f~H(Uy,)
voor zekere i, dus als we V' = (), U; kiezen, voldoen de verzamelingen V' X [t;,t;11] aan

f(V X [ti,ti+1]) C Uai~ ]

We passen dit eerst toe om paden te liften een daarna gebruiken we de uniciteit van een
lift van een pad om een algemenere afbeelding te liften.

Lemma II1.1.4. Zij (Y,p) een overdekkingsruimte van X en ~:[0,1] — X een continue
functie met v(0) = zo. Dan bestaat er voor iedere yo € p~ (o) een unicke lift 7: [ — Y met

7(0) = yo-

Bewijs. Het vorige lemma toepassen met Z gelijk aan een punt geeft een partitie 0 = ¢g < t; <
<o <tp_1 < t, =1van |0, 1] zodat voor iedere i geldt y([t;,ti+1]) C Ua, voor zekere ;. Dan
is er een Vp C Y met yo € Vp zodat p|y;, : Vo — Uy, een homeomorfisme is. Hiermee kunnen
we op |to, t1] definiéren 4 = p\‘jol o~. Stel nu dat we een (andere) lift 4’ van v met 4/(0) = yo
hebben. Dan is 4/([to, t1]) samenhangend, dus geheel bevat in Vp, want 3/(to) = yo € Vo en
(p oA ([to, t1]) = Y([to, t1]) C Uy, Er volgt dat 3/ = p\(/ol o, dus 4’ komt overeen met 4 op
[to, t1]. Zo gaan we inductief verder: eris een Vi C Y met 7(t1) € Vi zodat py, : Vi — U,, een
homeomorfisme is, en hiermee kunnen we 4 definiéren op [t;, t2] door ¥ = p\(/ll o~. Analoog
geldt er weer dat alle lifts op [t1,t2] overeenkomen, dus na eindig veel stappen is 4 uniek
gedefinieerd op heel [0, 1]. O

Propositie II1.1.5. Zij (Y,p) een overdekkingsruimte van X en f: Z x [0,1] — X een
continue functie. Stel dat een lift fo van z — f(2,0) gegeven is. Dan bestaat er een unieke
lift f: Z x[0,1] =Y die fo uitbreidt.

Bewijs. Neem z € Z, dan vinden we weer een partitie 0 =ty < t; < -+ < tph_1 < t, =1
van [0,1] en een open omgeving V' C Z van z zodat f(V x [ti,tiy1]) C U,, voor elke i.
We construeren analoog aan het bewijs van het vorige lemma een lift van f op V x [0, 1].
Er bestaat een V) C Y met fo(z) € W zodat ply,: Vo — U,, een homeomorfisme is. We
mogen aannemen dat fo(V) C Vy, immers als dit niet zo is, vervangen we V door een kleinere
omgeving van z. Dan kunnen we f op V X [to,t1] definiéren door f = p|‘_/01 o f. We gaan
weer inductief verder: we vinden Vi C Y met f(V x {t;}) C Vi en zodat V; homeomorf op
U,, wordt afgebeeld door p. Hiermee definiéren we f op V X [t1,t2]. Na eindig veel stappen
hebben we f gedefinigerd op heel V' x [0, 1].

Dit proces kunnen we voor iedere z € Z uitvoeren. Stel dat f': V! x [0,1] — Y en
f2:v2x [0,1] twee lifts zijn die op deze manier zijn verkregen en stel z € V! N V2. Dan
zijn f1|{z}x[071] en f2|{z}x[071] beide lifts van het pad f|{;}x[0,1], dus wegens het vorige lemma
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gelijk. Hiermee verkrijgen we een goedgedefinieerde lift f van f op heel Z x [0,1]. Deze is
continu omdat er voor iedere z € Z een open omgeving V van z is zodat de afbeelding continu
is op V' x [0, 1] en uniek omdat hij voor iedere z € Z uniek is op {z} x [0, 1]. O

Gevolg II1.1.6. Als twee paden ~,~": [0,1] — X homotoop zijn relatief {0,1} en 5 en 3/
lifts zijn naar overdekking Y, dan zijn 5 en 5’ homotoop relatief {0,1}.

Bewijs. Zij F': [0,1] x [0,1] — X een homotopie van v naar ' relatief {0, 1}, dan is er een lift
F:[0,1] x [0,1] — Y vanwege de propositie. Omdat F' de eindpunten vastlaat, zijn Flioyx[0,1]
en F|{1yx[0,1) constant, dus F’{O}X[O,l] en F\{l}x[o,” zijn lifts van een constant pad. Duidelijk
is de constante lift een mogelijke lift van een constant pad, dus vanwege de uniciteit zijn deze
lifts constant en is F weer een homotopie relatief {0,1}. O

Verder merken we nog op dat lifts van willekeurige afbeeldingen naar samenhangende
overdekkingen altijd uniek zijn.

Lemma II1.1.7. Zij f: Z — X een continue afbeelding en (Y, p) een samenhangende over-
dekking van X. Zij fl,fg Z — 'Y twee lifts van f en stel dat fl(xo) = fa(xg) voor zekere
xg € Z. Dan geldt fi=fo.

Bewijs. Schrijf A={z¢€ Z: fi = fo. We tonen aan dat A zowel open als gesloten is in Z.
Neem z € Z, dan bestaat er een open omgeving U, van f(z) zodat p~1(U,) een disjuncte
vereniging is van open verzamelingen Vg die onder p homeomorf op U, worden afgebeeld.
Dan is er een 3 zodat fl(z) € V3 en een [’ zodat fg(z) € V. Verder bestaat er een open
omgeving N van z zodat fi(N) C Vg en f2(N) C V. Alsnu z € A, dan is § = (/, maar dan
volgt dat f1 = fo op N, want po f1 = po fo en p is hier homeomorfisme Vg — Uy Alszg A
dan is 3 # ' en is duidelijk f(2') # fa(2') voor alle 2/ € N. O

Definitie III.1.8. Zij X een topologische ruimte. Een universele overdekking van X is een
overdekkingsruimte X die enkelvoudig samenhangend is, dat wil zeggen X is wegsamenhan-
gend en 7 (X, %) = 0 voor alle € X.

Stelling II1.1.9. Ziyj X een wegsamenhangende en lokaal wegsamenhangende topologische
rusmte. Stel dat voor alle x € X er een open omgeving U van x s zodat de door de in-

clusie geinduceerde afbeelding m (U, z) <5 w1 (X, x) triviaal is, dan bestaat er een universele
overdekking van X .

Bewijs. Kies 29 € X. Definieer X = {[y] | 7: [0,1] — X,~7(0) = 20}, waarbij [7] een
homotopieklasse van paden ten opzichte van homotopieén relatief {0,1} is. We hebben nu
een goedgedefinieerde afbeelding X — X gegeven door p([y]) = v(1). We tonen aan dat de
volgende collectie een basis is voor de topologie op X:

U ={U C X open : U is wegsamenhangend en de afbeelding 71 (U) %5 71 (X) is triviaal},
(I11.1)
waarbij we basispunten weg mogen laten omdat U wegsamenhangend is. Merk op dat als
V C U dan is de inclusie ¢: V — X gelijk aan de samenstelling van de inclusies V' — U en
U — X, dus 1, is triviaal als de inclusie U — X dat is. Hieruit volgt dat als U € U dan ook
V € U voor iedere V C U. Omdat per aanname voor iedere x € X er een U € U is met x € U
volgt hieruit dat U inderdaad een basis vormt voor de topologie van X.
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Definieer nu voor U € U en [y] € X met v(1) € U de verzameling

U = {ly=*nl [ n:[0,1] = U,n(0) =~(1)}. (I11.2)

Dit is goedgedefinieerd want als v en 4/ homotoop zijn dan zijn v *n en 7' xn dit ook. Verder
geldt Uy = U, als [y'] € Upy). Immers, als [y/] = [y * 5] dan geldt voor iedere [y * u] € U,
dat [y * pu] = [y*n*p] € Uy en andersom voor [y * u] € U, geldt [y p] = [y*n«7=*pu] € U,
waarbij 77 het omgekeerde pad ¢ — n(1 — t) is. Hieruit volgt dat de collectie

U= {Up) - U €U; 0] e X,y(1) e U}

een basis vormt voor een topologie op X: immers, stel Un iy € Uen [y € Uy} NV}, dan
is Uy = U}y en V], = V] Omdat U een basis voor de topologie op X is, bestaat er een
Weld met WCUNV env"(1) € W. Dan is Wiy C Uy N Viyr), want ieder pad 1 in W
ligt ook in U en V. Ook geldt [y"] € Wy, want [y"] = [y * €], waarbij e het constante pad
is.

We tonen nu aan dat de afbeelding p|Uh] een homeomorfisme U}, — U geeft. Deze
afbeelding is surjectief, want U is wegsamenhangend. Hij is injectief, want als n,n’ paden in
U zijn met n(1) = /(1) dan is n * 7/ een lus in U, en omdat m (U) 25 my(X) triviaal is, zijn
alle lussen in U samentrekbaar in X, dus in het bijzonder is [y xn] = [y *n/]. Verder geldt
voor V€ U met V C U dat (pUM)*l(V) = Vi voor willekeurige [1'] € U}, met eindpunt in
V. Immers, duidelijk is Vi, C p~ ' (V)N Uy =p Y (V)N U = (pUM)_l(V) en ply; , is een
bijectie Vi) — V. Ook geldt voor V|, C U}, dat p(V},) =V, dus p|UhJ is open.

Omdat p continu is op ieder element van U, is p: X — X een continue afbeelding. Ook
is (X,p) een overdekkingsruimte met U als overdekking van X, want voor U € U zijn de
verschillende Up,; € p~'(U) disjunct. Immers, als [y'] € U}, en [y'] € Up, dan geldt
Upy) = Uy = Uy ) )

Ten slotte tonen we aan dat X enkelvoudig samenhangend is. Neem [y] € X en definieer
paden 4; = u — ~(tu). Dan is t — [y;] een pad in X tussen de equivalentieklasse [c] van het
constante pad ¢ = t — xg en [y]. Deze constructie is mogelijk voor iedere [y] € X, dus X
is wegsamenhangend. We tonen nu aan dat de afbeelding p,: 71 (X, [¢]) — 71 (X, zo) triviaal
is. Voor een lus 7 in X geldt p.([3]) = [po 7], dus 7 is een lift van v = p o 4. Maar ook
n =t +— [y] is een lift van v, dus vanwege de uniciteit van lifts is deze gelijk aan 4 en dus ook
een lus. Maar dan is [¢] = n(0) = n(1) = [y1] = [7], dus = is homotoop met het constante pad
c. Er volgt p.(7) = 0, dus p is triviaal. Merk op dat p, injectief is vanwege het feit dat we
homotopieén kunnen liften naar een overdekkingsruimte, dus er volgt dat 71 (X, [¢]) triviaal
is. O

In het vervolg zullen we nodig hebben dat de fundamentaalgroep van X op X werkt via
(0] - [v] = [n % 7], voor [n] € m(X) en [1] € X.

Propositie IT11.1.10. De universele overdekking X die in bovenstaande stelling is geconstu-
reerd is “universeel” in de volgende zin: voor iedere samenhangende overdekking (Y, p) van X
en iedere keuze van y € p~—'(x0) is er een unieke continue surjectieve afbeelding Dy: XY
zodat pop, = p en py(Zo) = xo, waarbij To het constante pad xq is.

Bewijs. Definieer p,([v]) = ¥(1), waarbij ¥ de lift van ~ is met (0) = y. Er geldt (po7)(1) =
~v(1) = p([7]) en p is continu omdat p continu is en p lokaal een homeomorfisme is. Verder is
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py surjectief, want Y is lokaal homeomorf met X, dus lokaal wegsamenhangend en dus ook
wegsamenhangend. Dus een voor y' € Y is er een pad 4 van y naar 3 en dit is een lift van
het pad van zg naar p(y). De uniciteit volgt direct uit Lemma IIL.1.7: p, is een lift van p. O

II1.2 Fundamentaalgroep via overdekkingen

In het vervolg van dit hoofdstuk is X een (vast gekozen) samenhangende topologische ruimte
met basispunt zg. In deze paragraaf bewijzen we de volgende stelling:

Stelling IT1. Zij (X, ) een topologische ruimte die voldoet aan de eisen van Stelling I11.1.9.

Dan is de categorie Cov x van overdekkingsruimten van X equivalent met de categorie w1 (X, zg)-Set
van verzamelingen met een w1 (X, xg)-werking via de functor die aan een overdekking (Y, p)

de vezel p~Y(z0) toevoegt.

In de categorie 71 (X, xp)-Set zijn de morfismen afbeeldingen die met de groepswerking
commuteren, dus een morfisme ¢: S — T voldoet aan ¢([y] - s) = [y] - ¢(s). De morfismen
in de categorie Covyx worden gegeven door continue afbeeldingen die met de overdekkings-
afbeeldingen commuteren, dus een morfisme f: (Y,p) — (Y’/,p’) is een continue afbeelding
f:Y — Y’ die voldoet aan p’ o f = p. Over deze morfismen zullen we de volgende feiten
nodig hebben:

Lemma II1.2.1. Zij f: (Y,p) — (Y',p') een bijectief morfisme van overdekkingen. Dan is f
een isomorfisme.

Bewijs. Het is voldoende aan te tonen dat f open is. Zij U C Y open en samenhangend.
Zonder verlies van algemeenheid mogen we aannemen dat U onder p homeomorf wordt af-
gebeeld op V C X en dat p'~}(V) een disjuncte vereniging van open verzamelingen U, is,
zodat iedere U, onder p’ homeomorf op V wordt afgebeeld. Omdat U samenhangend is geldt
dan f(U) C U, voor zekere a. Maar (p' o f)(V) = p(V) = U en U, wordt homeomorf op U
afgebeeld onder p’, dus er volgt f(V) = p’](}i(U) = U,. We concluderen dat f open is. O

Lemma II1.2.2. Definieer de afbeelding F': Covx — (X, xo)-Set door F((Y, p)) =p~(zo)
voor (Y,p) € ObCovy, waarbij de werking wordt gegeven door [y] - s = (1) met 5 de lift
van y naar'Y met 3(0) = s. Definieer verder F(f) = f|,-1(z) voor f € Hom((Y,p), (Y’,p)).
Dan is F' een functor.

Bewijs. We gaan eenvoudig na dat F(f) goedgedefinieerd is, immers als s € p~!(xg) dan is
P (f(s)) = p(s) = xo, dus f(s) € (p')"H(wo). We gaan na dat F(f) inderdaad een morfisme
in m (X, x0)-Set is. Neem [y] € m(X,20) en s € p~'(zg). Danis f([y]-s) = f(5(1))
waarbij 7: [0,1] — Y een lift van v is met 4(0) = s. Dan is f o4 een lift van v naar Y’ met

(f o)(0) = f(s), want p o foy=poy=~. Dus [7]- f(s) = (fo7)(1) = f(["] - 9). [
Lemma II1.2.3. Definieer de afbeelding G: m1(X, xq)-Set — Covy door G(S) = X x S/~
met ~ de equivalentierelatie gegeven door (%,s) ~ (g-Z,g7 ' - s) voor g € m(X,x0) en
met de discrete topologie op S. De overdekkingsafbeelding p: G(S) — X wordt gegeven door

p = [(Z,s)] — p(Z), waarbij p de overdekkingsafbeelding van de universele overdekking X is.
Definieer verder G(¢) = [(z, s)] — [Z, ¢(s)] voor ¢ € Hom(S,T). Dan is G een functor.
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Bewijs. Ten eerste tonen we aan dat dit inderdaad een overdekkingsruimte geeft. De afbeel-
ding p is goedgedefinieerd, want p([y]) = (1) en v(1) = (9 *¥)(1) voor [n] € m1 (X, zg). Ook
is p duidelijk continu. Neem nu U € U (zie (II1.1)), dan is p~*(U) een disjuncte vereniging
van verzamelingen Up, uit (II1.2). Merk op dat [n] - Upy) = Uy voor [n] € m1(X,x0), dus
in het quotiént identificeren we U,y x {s} met U, x {s'}. Wat we overhouden is dus nog
steeds een disjuncte vereniging van open verzamelingen die door p homeomorf op U worden
afgebeeld.

We gaan na dat G(¢) goedgedefinieerd is. Stel (Z,s) ~ (Z/,s), dan is er g € m1(X, xg)
met (g-Z,97"-s) = (&',5'). Dan geldt (Z/,¢(s")) = (9-2,¢(g7" - 5)) = (9-Z,97" - ¢(s)), dus
(@', ¢(s")) ~ (&, ¢(s)). Verder is G(¢) duidelijk continu, want S en T zijn uitgerust met de
discrete topologie. Ook is het eenvoudig in te zien dat G(¢) een morfisme van overdekkings-
ruimten geeft, want G(¢) doet niets met de eerste codrdinaat. O

Stelling I11.2.4. De functor FoG: w1 (X, xy)-Set — w1 (X, xg)-Set met F' en G zoals boven
gedefinieerd is isomorf met idy, (X 20)-Set -

Bewijs. 7ij S € m1(X,z0)-Set. We zullen bewijzen dat (F o G)(S) = p~!(x¢) isomorf is met
S, waarbij p: X x S/~— X. Merk op dat p~'(xo) bestaat uit equivalenticklassen (], 9)]
zodat (1) = zg, dus [y] € m(X,z0). Er volgt dat iedere klaase in p~!(z) een unieke
representant heeft van de vorm (e, s.) met e het eenheidselement van (X, zg). Definieer nu
Cs: p~Yxwg) — S door CS([(e, se)]) = S.. Dit is duidelijk injectief en ook surjectief, want voor
iedere s € S is [(e, s)] € p~L(wo).

We gaan na dat (g een morfisme in m (X, zg)-Set is. Er geldt [n] - [(e, se)] = 7(1) met
ij een lift van 7. We beweren dat zo'n lift gegeven wordt door 7j(t) = [([n:],s.)], waarbij
n = u — n(tu): [0,1] — X. Immers, er geldt p([([n],sc)]) = 77t( ) = n(t). Er volgt

(] - [(e, se)] = [([n, se)] = [(e.[n] - se)], dus Cs(n - [(e,se)]) = [n] - se = [0] - ¢s([(e, se)]). Dan
is (¢~ ook een morfisme, want
(5 (g-5) =C5M (9 ¢s(¢5'(9)) = ¢ (Cslg - ¢5 () = g+ C5 ' (). O

Stelling II1.2.5. De functor G o F': Covx — Covx is isomorf met idcovy -

Bewijs. Zij (Y,p) € Covy. We zullen bewijzen dat (Y,p) als overdekking isomorf is met
quotiént (G o F)((Y,p)) = X x p~(xg)/~. Definieer & : X x p~t(z9) — Y door &y ([], s) =
(1) waarbij 4 de lift van  naar Y is met 4(0) = s. Dit is surjectief, want X is wegsamenhan-
gend, dus er is een pad tussen p(z) en xp in X en dit kunnen we liften naar een pad tussen y
en een punt s € p~1(xg). Verder is & continu vanwege eenzelfde argument als in het bewijs
van Stelling II1.1.9, dus een isomorfisme volgens Lemma I11.2.1.

We gaan na dat &y factoriseert over ~. Stel &y ([v],s) = &y ([Y],8) en zij 7 en 7' lifts
van 7,v' met de juiste beginpunten. Er geldt 7(1) = 7/(1), dus [y * 7] € m1(X,z0). Ook is
([y=y']- [V, [y~ 1+s') = ([7], s), want een lift van [y+7/] =1 is 7'*7 en dit is een pad van s’ naar
5. Andersom bekijken we &y ([n*7], [n]~1-s). Zij 77 een lift van  met eindpunt s en 7 een lift van
7 met beginpunt s. Danis [n]~'-s = 7(0) en &y ([n7], ] ~"-s) = (7%7)(1) = 3(1) = & ([], ).

We hebben nu een goedgedefinieerd homeomorfisme (y: X x p~!(zg)/~— Y. Er geldt
pofy = p, met p de overdekkingsafbeelding X x p~'(z¢) — X. Immers, &y ([7],s) = ’y(l)
waarbij 7 een lift is van v, dus po&y ([y]) = p(3(1)) = (1) = B([7]). Dan geldt ook po(y =
met p’ de overdekkingsafbeelding X x p~!(zg)/~— X en eveneens p = p’ o CY . D
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II1.3 Fundamentaalgroep als automorfismengroep

We bekijken nu een alternatieve beschrijving van de fundamentaalgroep voor het geval dat
X een universele overdekking heeft:

Propositie I11.3.1. Stel dat (X, xg) een topologische ruimte is die voldoet aan de eisen van
Stelling I11.1.9. Zij F: Covx — Set gegeven door F((Y,p)) = p~!(zo). Schrijf Aut(F) voor
de groep van isomorfismen F' — F. Dan is Aut(Fy,) = m1(X, x0).

Bewijs. We definiéren een afbeelding ¢: Aut(F) — m1(X,z¢). Neem ¢ € Aut(F) en bekijk
Cg: D Y(wo) — p(xo). Merk op dat p!(zg) = m1 (X, z0) en definieer ¢(¢) = (z(e)~*. Voor
(7] € m1 (X, x0) definieert de afbeelding [y] — [7*7]: X — X een morfisme van overdekkingen.
We hebben dus een commutatief diagram:

(V] = [ %]

m1 (X, zo) 1 (X, 20)
Cx Cx
(X, z T (X, x

W) ey )

Maar dit betekent dat g - (¢ (h) = (z(g-h), dus (5(9) =C(x(9-€¢) =g-(x(e) =g-d(Q)~ L
Dus (¢ is niets anders dan rechtsvermenigvuldiging met #(¢)~. Hieruit volgt dat ¢ een
groepshomomorfisme is, immers

1

BCo€) = (Cgobe)e)™ = (Cx(@©)™) " = (@)1 d(O)™H) ™ = d(C) - H(6).

Zij nu (Y, p) een samenhangende overdekkingsruimte van X. Er is een surjectieve afbeelding
f: X =Y met po f =p, dus we hebben weer een commutatief diagram

(X, z0) —— p~(20)
Cx Cy
(X, 20) —— p~*(20)

Voor y = f(x) € p~ (o) geldt dus Cy (4) = &y (F(@) = F(Co (@)= F(2-6(0)7) = $(0)-F (@),
We concluderen dat ¢ geheel wordt bepaald door ¢((), oftewel ¢ is een injectieve afbeelding.
We laten ten slotte zien dat ¢ surjectief is. Neem g € m1(X, xg), dan definiéren we voor een
overdekkingsruimte (Y, p) de afbeelding ¢y =y +— ¢! - y: p~(z0) — p~(z0). Dit geeft een
automorfisme van F en ¢(¢) = (g (e)~! = g. Dit bewijst de surjectiviteit van ¢, dus ¢ is een
isomorfisme. O

In dit geval is dus sprake van een equivalentie tussen de categorie van Aut(F')-verzamelingen
en de categorie van overdekkingen. We kunnen ons nu afvragen of er nog steeds een dergelijke
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equivalentie is voor topologische ruimtes X zonder universele overdekking. We onderzoeken
deze vraag voor eindige overdekkingen, dus overdekkingen (Y, p) zodat p~!(z) eindig is. Zij
Cov’ de categorie van eindige overdekkingen van X en schrijf F,, : Covy — Set voor de
functor (Y,p) — p~!(x). We onderzoeken eerst wat de automorfismengroep van deze functor
is. Hiervoor hebben we enige definities nodig:

Definitie IT1.3.2. Zij (I, <) een gerichte verzameling en zij (G;);cs een rij groepen. Stel dat
voor iedere 7,j € I met ¢ < j er een homomorfisme f;;: G; — G; gegeven is zodat f; = idg;,
en fir, = fij o fjr. Dan definiéren we de inverse limiet van het inverse systeem (G, fij) als

lim G; = {(gi)iel € HGi Vi, j(i <j=gi= fij(gj))}-

el

Merk op dat dit een ondergroep is van het product [[, G;. In het bijzonder hebben we
projectieafbeeldingen lim G; — G voor elke j € I. Een belangrijk voorbeeld van een inverse
systeem is het volgende:

Lemma II1.3.3. Zij G een groep en schrijf I = {N C G : N normaaldeler, G/N eindig} met
N <M als N D M. Dan is I een gerichte verzameling.

Bewijs. We gaan na dat voor twee normaaldelers N, M er een derde normaaldeler bestaat die
in beide bevat is en zodat het quotiént nog steeds eindig is. De logische keuze is N N M. Dit
is een normaaldeler, dus we moeten alleen nagaan dat G/(N N M) eindig is als G/N en G/M
dat zijn. Dit volgt uit de isomorfiestellingen van de algebra:

G/N = (G/(NNM))/(N/(NNM)) = (G/(NNM))/(NM/M).
Omdat G/N en NM /M beide eindig zijn moet ook G/(N N M) eindig zijn. O

Definitie III.3.4. Zij G een groep en zij I als in bovenstaand lemma. Dan definiéren we de
pro-eindige completering G van G als lim G/N, waarbij de afbeelding tussen G/N en G/M
wordt gegeven door [g] — [g] als M D N.

Merk op dat G = G als G eindig. Immers in dit geval is {e} een normaaldeler met G/{e}
eindig en N D {e} voor alle normaaldelers N C G en we hebben afbeeldingen fn: G/{e} —
G/N voor iedere N. Dan is g — (fN(g))NcG een isomorfisme.

Als een minder triviaal voorbeeld bekijken we de pro-eindige completering van Z. De
normaaldelers van Z zijn van de vorm nZ en met uitzondering van n = 0 geven ze allemaal
een eindig quotiént. We hebben mZ D nZ als m|n. Dan is

7= im Z/nZ = {(gn)neN € H Z/nZ | Nn,m(m | n = gm = gn mod m)} .
neN

We hebben duidelijk een injective afbeelding Z — 7 door n te sturen naar (n mod Mm)men,
dus Z ligt in 7, maar deze laatste groep is groter.

Hiermee zijn we in staat Aut(Fy,) te bepalen voor het geval dat er een universele over-
dekking is:
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Stelling II1.3.5. Zij (X, zq) een topologische ruimte met universele overdekking en zij Cov’y
de categorie van alle eindige overdekkingen van X, dus overdekkingsruimten (Y,p) zodat
p~Yzo) eindig is. Zij Fy,: Covy — Set de functor die (Y,p) naar p~'(xg) stuurt. Dan
is Aut(Fy,) = 71'1(/)(;0).

Bewijs. Neem (gn) € m1(X,x0) en zij (Y, p) een overdekkingsruimte van X. Definieer

N, ={g € m(X,x0) : V(s € p_l(xo))(g s =5)},
dan is N, een normaaldeler van 7 (X, zg). Merk op dat m(X,z¢)/N, eindig is, want als
g,h € m1(X,20) met g # h dan is er een s € p~!(z9) met g-s = h- s, dus er is een injectieve
afbeelding van 71 (X, 79)/N, naar de symmetrische groep op p~1(z), een eindige verzameling.
Ook werkt 71 (X, z9)/Np op p~!(20), dus we kunnen definiéren (,(s) = gn, - s. We gaan na
dat dit een morfisme van F' definieert. Zij (Y, D) een andere overdekkingsruimte en ¢: ¥ — Y
een morfisme. We laten zien dat het volgende diagram commuteert:

¢

pH(zo) —— P (xo)
Cp CT?

p (wo) —— ' (x0)

¢

Vanwege Lemma I11.3.3 bestaat er een normaaldeler M zodat 71(X,x0)/M eindig is en M
bevat is in zowel N, als Np. Ook geldt dan gy - s = gn, - s = gn;, - s, dus

D(Cp(5)) = dlgn, - 8) = Plgm - 8) = gu - B(s) = gn,, - B(s) = Gp(@(s))-

We hebben nu een groepshomomorfisme A = (gn) — ¢: m1 (X, z9) — Aut(F') met ¢ zoals bo-
ven. Om te bewijzen dat dit een isomorfisme is, hebben we nodig dat voor iedere normaaldeler
N C m(X,z0) zodat m1(X,z9)/N eindig is er een overdekkingsruimte (Y, pn) bestaat met
Npy = N. Immers, definieer Yy = X/~ met x ~ 2/ <= x = na’ voor zekere n € N. Merk
op dat de overdekkingsafbeelding van X goedgedefinieerd is op equivalentieklassen, dus dit is
een overdekkingsruimte en we zien eenvoudig in dat N,, = N. Ook is py' (o) = 71 (X, z0)/N
en dit is eindig.

Zij nu ¢ een morfisme van F' en definieer gn = ¢, (), waarbij e het eenheidselement van
71 (X, z9)/N is. We gaan na dat (gn) € 711@0). Stel dat N C M, dan willen we aantonen
gum = gy mod M. Dit volgt uit een commutatief diagram:

_ 1 _
Py (o) —— pi (20)

Py (20) - P (o)

waarbij i: Yy — Yas de atbeelding [Z] — [Z] is. Nu kunnen we analoog aan Propositie I11.3.1
concluderen dat A een isomorfisme is. O
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I1I1.4 Zonder universele overdekking

We zullen nu zien dat we zonder een universele overdekking nog steeds een equivalentie van
categorieén hebben, hoewel we slechts eindige overdekkingen beschouwen en een extra eis
opleggen aan de Aut(F},)-verzamelingen.

Stelling IV. Zij X een samenhangende topologische ruimte en Cov de categorie van eindige
overdekkingen van X. Zij verder Fy,: Covy — Set de functor die aan een overdekking de
vezel toevoegt en Aut(Fy,)-Set* de categorie van eindige continue Aut(Fy,)-verzamelingen.
Dan geeft Fy,: Covy — Aut(F,,)-Set* een equivalentie van categorieén.

Hierbij is het volgende belangrijke feit over morfismen van overdekkingen nodig:

Lemma I11.4.1. Zij (Z,p) een samenhangende overdekking, (Y, p') een overdekking en f,g: Z
Y morfismen van overdekkingen. Stel dat er een z € Z is met f(z) = g(z). Dan is f = g.

Bewijs. Dit volgt direct uit Lemma II1.1.7: f en g zijn beide lifts van de afbeelding p’o f. [

Definitie II1.4.2. Een werking van een groep G op een verzameling X heet enkelvoudig
transitief als er voor ieder paar z,x’ € X er precies één g € G is met g -z = 2'.

Vanwege bovenstaand lemma geldt er dat als de automorfismengroep van een overdekking
transitief op de vezel werkt, deze werking ook enkelvoudig transitief is.

Propositie II1.4.3. (Galoiscorrespondie van overdekkingen) Zij (X, p) een overdekking van
X zodat Aut(X) enkelvoudig transitief werkt op de vezel p~(z0). Dan is er een bijectie tussen
de verzameling ondergroepen van Aut(X) en de tussenliggende overdekkingen X —Y — X.

Bewijs. Voor een ondergroep H C Aut(j( ) definiéren we Xy = X / ~g met x ~p y als
x = ¢(y) voor zekere ¢ € H. Dit is nog steeds een overdekking, want p factoriseert over ~ .
Dit geeft ons een surjectieve afbeelding p: Xy — X. Als nu voor een samenhangende open
U C X geldt dat p—}(U) een disjuncte vereniging van verzamelingen Vg is, dan is p~H(U)
nog steeds een disjuncte vereniging van dit soort verzamelingen, waarbij alleen V3 en Vé op
elkaar worden geplakt als er een automorfisme van X is dat Vi overvoert in Vé. De afbeelding
H — Xy is injectief, immers voor vaste Z € p~!(z¢) legt de klasse van & de groep H volledig
vast, aangezien Aut(X' ) enkelvoudig transitief werkt op deze vezel. Ook is deze afbeelding
surjectief, want voor een overdekking X — Y — X kunnen we H = Aut(X/Y) nemen.
Zij p de overdekkingsafbeelding X — Y, dan geldt dat p(z) = p(y) dan en slechts dan als
T ~H Y. O

Propositie I11.4.4. ( Galoisafsluiting van een overdekkiqg) Voor iedere overdekkingsruimte
(Y, p) bestaat er een overdekking (Y,p) van'Y zodat Aut(Y') transitief op de vezel p: Y — X
werkt.

Bewijs. Zij n het aantal elementen van de vezel p~!(zg) en definieer

Y'"=Yxx - xxY ={(y1,---,yn) €Y":p(11) = =plyn) }-
—_—

n keer

Schrijf Y = {(y1,...,yn) € Y™ : alle y; zijn verschillend}. Dan is Y een overdekking van Y

door projectie op de eerste coordinaat. Ook bevat Aut gY) de permutatiegroep op n elementen

Sy, die zeker transitief werkt op de vezel. Wellicht is Y niet samenhangend, maar dan nemen
we weer een samenhangscomponent. O
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Propositie 111.4.5. Zij X de verzameling van alle eindige samenhangende overdekkingen
(Y,p) van X met de eigenschap dat Aut(Y') transitief werkt op de vezel. Dit wordt een
inverse systeem door te stellen (Y,p) < (Y',p') als Y' een overdekking is van Y. Definieer
een automorfisme van X als een rij automorfismen van de (Y,p) € X die compatibel zijn met
alle overdekkingsafbeeldingen. De verzameling {Aut(Y) : Y € X'} is een inverse systeem van
groepen en lim Aut(Y) = Aut(X).

Bewijs. We laten eerst zien dat voor ieder tweetal samenhangende overdekkingen (Y, p), (Z,p')
er altijd een grotere is die beiden overdekt. Definieer Y xx Z = {(y,2) € Y x Z : p(y) =
p'(2)}. Dit overdekt Y en Z, maar is niet noodzakelijk samenhangend. Echter, omdat X
samenhangend is kunnen we een willekeurige samenhangscomponent nemen; dit is altijd weer
een overdekking, en deze overdekt nog steeds Y en Z aangezien deze ook samenhangend zijn.

Zij Y & Z twee overdekkingen en zij ¢ € Aut(Y). Neem y € Y, dan is er een unieke
Y € Aut(Y) zodat 1p(p(y)) = p(d)(y)) Maar dan zijn 9 o p en p o ¢ twee morfismen van
overdekkingen die overeenkomen in y, dus gelijk. De gevonden v hangt dus niet af van Y, en

dit definieert een atbeelding Aut(Y") it Aut(Z). Ook is dit een groepshomomorfisme, want als
p*(¢) = 1 en p*(¢') = ¢’ dan is p*(¢po¢’) het unieke automorfisme ¢ van Z met de eigenschap
dat ¢(p(y)) = p((¢ 0 ¢)(y)) en er geldt (v o ¥)(p(y)) = ¥ (p(¢' () = p((¢ 0 ¢')(y)). De
laatste bewering is duidelijk, want Aut(X’) bestaat per definitie uit rijen automorfismen die
de afbeeldingen respecteren en dit zijn precies de elementen van de inverse limiet. O

We schrijven ¢y, 7z voor de hier gevonden afbeelding AutY — Aut Z.

Gevolg II1.4.6. Er geldt Aut(X) = Aut(Fy,). In het bijzonder werkt Aut(Fy,) op iedere
overdekking in X .

Bewijs. Voor een willekeurige overdekking (Y, p) bestaat er altijd een overdekking Y - Y
zodat Y € X. We hebben dus een homomorfisme Aut(X) — Aut(Fy,) gegeven door
¢ — ¢17,Y(Cf/)~ Deze afbeelding is injectief, want als twee automorfismen van een samen-
hangende overdekkingsruimte gelijk zijn op de vezel zijn ze overal gelijk. Ook is hij surjectief,
want voor iedere Y € X werkt Aut(Y) op de vezel en ieder automorfisme van Fy, bestaat uit
een rij automorfismen van de vezels die in het bijzonder commuteren met alle overdekkings-
afbeeldingen tussen overdekkingen van X. O

Propositie II1.4.7. Zij Y € X. Schrijf my woor de projectieafbeelding [],. Aut(Z) —
Aut(Y) en ¢y = 7y |aur(x). Dan is ¢y surjectief.

Bewijs. Schrijf Z voor de verzameling van alle overdekkingen uit X die Y overdekken. Neem
¢ € Aut(Y') en definieer voor Z € Z de verzameling Ay = {¢ € Aut(Z) : ¢y (¥) = ¢}. De
Az vormen een inverse systeem van niet-lege verzamelingen, waarbij de afbeeldingen worden
gegeven door de beperkingen van de afbeeldingen tussen de automorfismengroepen. Het is
nu voldoende om aan te tonen dat @AZ niet leeg is. Immers, als dit zo is dan definieert
dit een element van Aut(X) waarbij op de Y-de plek een a staat. We vatten hiertoe iedere
verzameling Aut(Z) op als een compacte topologische ruimte met de discrete topologie. Voor
Z,7' € Z definiéren we

Dz z ={z¢€ H Aut(A) : ¢z (77(2)) =77(2)} = U (m,'{yHN(dz,z 0mz)({y}));

AezZ yeAut(Z’)
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dit is gesloten omdat Aut(Z’) eindig is. Verder is limAy = () Dz 7/, waarbij de doorsnede
loopt over alle paren Z, Z' zodat Z een overdekking is van Z’. Stel nu dat limAz = (), dan
zijn er vanwege de compactheid van [ .z Aut(A) eindig veel Z;, Z] zodat (;_; DZi,Z{ leeg
is. Echter, voor deze eindig veel Z; en Z! is er een grotere overdekking Z € Z zodat Z
iedere Z; en iedere Z] overdekt. Neem ¢ € Ay, dan geeft projecteren op de Z; en Z. een
rij compatibele automorfismen 11, ..., ¥, 9], ..., ¢, . Als we nu een willekeurig element van
het cartesisch product nemen waarbij de elementen op de plekken Z; en Z! gelijk zijn aan t);
respectievelijk v}, dan is dit element bevat in iedere Dy, 4, in tegenspraak met de aanname
dat de doorsnede hiervan leeg is. We concluderen dat lgnjlz niet leeg is. O

Een inverse limiet van groepen wordt een topologische groep door deze uit te rusten met de
topologie afkomstig van de producttopologie, waarbij we op iedere factor de discrete topologie
nemen. Dit geeft aanleiding tot de volgende definitie:

Definitie I11.4.8. Zij G een topologische groep. Een continue G-verzameling X is een
verzameling X met een G-werking zodat de afbeelding G — Aut(X) continu is, met de
discrete topologie op Aut(X).

Lemma II1.4.9. Zij M een continue Aut(Fy,)-verzameling. Dan is er een normaaldeler
N C Aut(Fy,) en een overdekking Y € X zodat Aut(Y) = Aut(Fy,)/N werkt op M.

Bewijs. Omdat de afbeelding Aut(Fy,) — M continu is volgt dat de kern K van deze afbeel-
ding een open verzameling is in Aut(F,,). Omdat de topologie op Aut(F},) afkomstig is van
de producttopologie betekent dit dat Uy x --- x U,, x [[ Aut(Y) C K voor zekere overdekkin-
gen X; en U; C Aut(Xj;), en waarbij het product loopt over alle overdekkingen in X" die niet
gelijk zijn aan een van de X;. Nu bestaat er een overdekking Y € X die elke X; overdekt. De
projectie ¢y : Aut(Fy,) — Aut(Y') is surjectief; schrijf N voor de kern van deze afbeelding.
Dan N C K en dus werkt Aut(Y') = Aut(F,,)/N op M. O

Propositie I11.4.10. Zij M een continue Aut(F,)-verzameling en zij Y als in bovenstaand
lemma. Definieer Y x M/ ~y, waarbij ~y de equivalentierelatie is gegeven door (y,s) ~
(gy, g7 's) woor g € Aut(Y). Dit definieert een overdekking van X door projectie op de eerste
coordinaat. De toekenning F': M +— Y x M/ ~y is een functor van de categorie van continue
eindige Aut(Fy,)-verzamelingen naar Covy die niet afhankelijk is van de keuze van Y .

Bewijs. Stel Y, Z € X zodat Aut(Y') = Aut(X)/Ny en Aut(Z) = Aut(X')/Ny werken op M.
Dan is er een grotere overdekking X zodat X zowel Y als Z overdekt en Aut(X) = Aut(X)/N %
werkt op M. Het is nu voldoende om te laten zien dat X x M/~ 5 isomorf is met Y x M/ ~y.
We hebben een afbeelding X x M — Y x M/ ~y gegeven door (z,s) — [(p(z), s)] waarbij j de
overdekkingsafbeelding X — Y is. We moeten alleen inzien dat (j(xz),s) ~y (p(y),s) <=
(z,8) ~% (y,5), oftewel dat

(3g € Aut(Y)) [(B(2), s) = (9-B(z), 97" - §)] <= (3he Aut(f()) [(z,8) = (h-z,h"-35)].

Maar dit is duidelijk waar, want gegeven h kiezen we g = ¢ ,(h) en andersom kiezen we

voor een g een willekeurige h € gb}(ly(g). O

Stelling I11.4.11. De vezel S = {[y,s] : y € p~(x0),s € M} van deze overdekking is als
Aut(Fy,)-verzameling isomorf met M.
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Bewijs. Neem g € p~1(xg). Omdat Aut(Y) enkelvoudig transitief werkt op de vezel van Y
heeft iedere klasse in .S een unieke representant van de vorm [(yo, so)]. Dan geeft [(yo, so)] — so
een isomorfisme analoog aan Stelling I11.2.4. O

Andersom

Stelling I11.4.12. Zij (Y,p) een overdekking van X. Dan is F(p_l(xo)) isomorf met Z.

Bewijs. Omdat F' onafhankelijk is van gekozen overdekking geldt F' (p*1 (:po)) =Y xp (x0)/ ~
waarbij Y de Galoisafsluiting van Y is. Schijf p~(z0) = {y1,...,¥n} en schrijf m;: ¥ — Y
voor de projectie op de i-de codrdinaat. Definieer f: Y x p~Hzo) — Y door f(y,z;) = mi(y).
Deze afbeelding is continu, want hij is voor elke 7 continu op de verzameling {(y,z;) : y € Y'}.
Nu geldt er f(y,x;) = f(¢,2;) = m(y) =m;(y) = (0-y,0 1 x;) = (v, x;) voor zekere
o €S, 2 Aut(Y). Dus f factoriseert over ~y- en de zo verkregen afbeelding F (p~!(z¢)) — Y
is een bijectie. Vanwege Lemma [I11.2.1/is dit dan een isomorfisme. O

Hiermee is de equivalentie bewezen voor iedere samenhangende topologische ruimte.
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Appendix A

Functionaalanalyse

In deze appendix formuleren we enkele resultaten uit de functionaalanalyse die nodig zijn
voor het bewijs van de equivalentie van categorieén in hoofdstuk 2. Ook geven we een korte
inleiding in de spectraaltheorie die vereist is.

A.1 Enkele stellingen

De volgende stellingen spelen een belangrijke rol in de functionaalanalyse. De bewijzen zullen
we hier niet geven, maar zijn te vinden in [3] of [4].

Stelling A.1.1 (Stone-Weierstrass). Zij X een compacte Hausdorffruimte en C(X) de Banach-
algebra van continue C-waardige functies op X. Stel dat V' C X een deelalgebra is die de

constante functies bevat, gesloten is onder complexe conjugatie en de eigenschap heeft dat
voor x,y € X metx #y er f € V is met f(x) # f(y). Dan ligt V dicht in X.

Stelling A.1.2 (Banach-Alaoglu). Zij X een topologische vectorruimte en
B={¢ecX": o <1}

de gesloten eenheidsbal in de duale ruimte van X zijn. Dan is B compact in de topologie op
X* wvoorgebracht door de afbeeldingen fr, = ¢ — ¢(x), v € X.

Stelling A.1.3 (Hahn-Banach). Zij X een Banachruimte en' Y C X een lineaire deelruimte.
Als f:Y — C een begrensde lineaire afbeelding is dan bestaat er een f: X — C met fly = f

en [[f = I

Stelling A.1.4 (Banach-Steinhaus). Zij £ een collectie van begrensde lineaire operatoren
X — Y. Als voor iedere x € X geldt supyc, ||L(x)|| < oo dan is suprc, || L] < oo.

Bewijs. Definieer E,, = {z € X : suppc, [|[L(z)|| < n}. Danis X = |J,, Ey. Uit de Stelling
van Baire volgt dat er minstens een n is zodat E, niet leeg inwendige heeft, dus zodat
B(y,d) C E, voor zekere y € E, en § > 0. Dan geldt voor z € X met ||z|| < d dat y+z € E,,
dus ||Lz|| < n voor alle L € £. Maar dan geldt voor y met |y|| = 1 dat z = dy voldoet aan
||| < 0, dus voor alle L € L geldt

1
| Lyl = SHLZ” < % < 00. O
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A.2 Spectraaltheorie

De spectraaltheorie generaliseert het concept van eigenwaarden in de algebra van matrices
naar een willekeurige Banach-algebra. We geven hier een korte introductie en enkele hoofd-
resultaten, zie [I] voor een uitgebreidere beschouwing.

Definitie A.2.1. Zij A een commutative Banach-algebra en x € A. We definiéren
GL(A) :=={a € A : ais inverteerbaar}.

Het spectrum o(a) van a bestaat uit alle A € C zodat a — A ¢ GL(A). De spectraalstraal p(a)
van a is gedefinieerd als p(z) = sup{|\| : A € o(a)}.

Lemma A.2.2. Alsa € A met ||la]| <1 dan is 1 — a inverteerbaar met inverse y .-, a".

Bewijs. De reeks > 7 ja™ is convergent, want [a™|| < [la||™, dus > 7 [|a||™ convergeert in

R. Dan is
o o0 (0.9}
(1—a)2a"=2a”—a2anzl. O
n=0 n=0 n=0

Merk op dat hieruit volgt dat [|(1 —a) 71| < Y00 [lal|” = m voor [laf| <1.
Gevolg A.2.3. leder maximaal ideaal in een commutatieve Banach-algebra is gesloten.

Bewijs. Zij I C A een maximaal ideaal. Dan is ook I een ideaal vanwege de continuiteit van
de vermenigvuldiging in A. Stel nu dat 1 € I, dan kunnen we 1 goed benaderen met elementen
van I, dus in het bijzonder is er een x € I met |1 —z|| < 1. Maar danis 1 — (z — 1) = =
inverteerbaar, dus 1 € I en I = A, een tegenspraak met het feit dat I een echt ideaal is. Dus
is I een echt ideaal van A dat I bevat en vanwerge maximaliteit van I volgt I = I. O

Gevolg A.2.4. De verzameling GL(A) is open in A en de afbeelding a +— a=': A — A is
continu. Het spectrum o(a) is gesloten voor iedere a € A en er geldt |\ < ||a|| voor iedere
A€ o(a).

Bewijs. Neem a € GL(A) en h € A met ||h|| < |la!||. Dan is a + h = a(1 + a~1h) waarbij
la=th|| < 1, dus a + h is inverteerbaar. Hieruit volgt dat GL(A) open is. Ook is

— — — -1 — — — —
la+h) ™ =aH = [[(a(l+a™"h))" —a I <A +a™R) ™" = 1flfla™|

=SSt = 1 b < b Sty = LB
n=0 - o L—fla=[[R]I"

en dit is klein als ||h|| klein is. Verder is C\ o(a) ={A € C:a— X € GL(A)} en dit is open
want de afbeelding A — a — A is continu. Neem nu A € o(a) en stel dat |A| > [ja|l. Dan is
a—\=—\1-A"ta) waarbij |[A\"'a|| < 1, dus @ — )\ is inverteerbaar in tegenspraak met de
aanname dat A € o(a). O

Stelling A.2.5 (Gelfand). Voor iedere a € A is o(a) niet leeg.
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Bewigs. Stel dat o(a) = 0. Neem een begrensde lineaire afbeelding ¢: A — C en definieer
f(A) =p((a—A)"1). Dit is een functie C — C. We gaan na dat f complex-differentieerbaar
is. Vanwege de continuiteit van ¢ is het voldoende te kijken naar

Jig 3 (@ VT — =20 = i Sm(e = )T (e = Ao~ (e = D)= o)

- 0
= lim (a—\)"Ya— )" = (a— )2,
A— Ao

(A1)

waarbij we continuiteit van de inverse gebruiken. Er volgt dat limy_, f(\) bestaat voor
iedere g, dus f is een gehele functie. Ook is f begrensd, immers voor A\ groot geldt

1 1 1 1
a—N"1=—-1-2ta)} < — =
M= = g W= A = B e = X

R

en dit gaat naar 0 als |[A\| — oco. Omdat ¢ begrensd is, volgt dat f een begrensde gehele
functie is. Volgens de Stelling van Liouville is f constant. Omdat f(A) — 0 voor |[A| — oo
moet deze constante ook gelijk aan 0 zijn, dus f = 0. Dus voor iedere begrensde functionaal
¢ is (Z)((a — )\)_1) = 0. Maar hieruit volgt dat (@ — A\)~! = 0, immers volgens de Stelling van
Hahn-Banach bestaat er voor iedere a # 0 in A een ¢ : A — C met ¢(a) = 1. Dit is een
tegenspraak, want (a — A\)~! is inverteerbaar en kan dus niet 0 zijn. O

Stelling A.2.6 (Gelfand-Mazur). Voor iedere a € A geldt

lim [|a™||*/™
n—oo

= p(a).

Bewijs. Neem X € o(a). Dan geldt A" € o(a™), immers A" — 2" is een polynoom met nulpunt
A, dus er bestaat een polynoom g met A" — z" = (A — 2)g(z). Maar dit kan niet inverteerbaar
zijn, want anders is ook (A — z) inverteerbaar. Dus |A|" < ||a™||, oftewel |A| < [la™||"/™ voor
alle n. Er volgt liminf ||a”||'/" > |A| en dus lim inf ||a"||*/" > p(a).

We bewijzen nu limsup,, . [|a”||'/™ < p(a). Neem een lineaire afbeelding ¢: A — C
en definieer f(A) = ¢((1 — Xa)™!) voor A € B(0,1/p(a)) € C. Voor |A| < 1/|a| geldt
f) = 32 ¢(a™)A", maar vanwege (A.1) is f(A) = A'¢((A™! — a)™!) analytisch op
heel B(0,1/p(a)) (want A™* > p(a)), dus ook gelijk aan Y 2 ¢(a™)A". In het bijzonder
convergeert deze reeks als |A\| < 1/p(a). Hieruit volgt dat de rij (¢(a™)A\")nen begrensd
is voor iedere ¢. Definieer nu lineaire afbeeldingen 1, = ¢ — ¢(a™)\" op de ruimte van
lineaire functionalen A — C. Dan is {n,(¢) : n € N} begrensd voor iedere ¢, dus vanwege
Banach-Steinhaus bestaat er een M) zodat ||a”|[|A|" < ||| My voor alle n, dus
Mmoo

lim sup ||a < lim sup = —.

n||1/n
n—o0 n—oo Al (A

Dit geldt voor alle A met [\| < 1/p(z), dus in de limiet vinden we limsup,, .. [|a™||"/" < p(a)
zoals gewenst. O

Stelling A.2.7. Voor iedere x € A geldt o(z) = {¢(z) : ¢ € Spec(A)}.
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Bewijs. We laten zien dat z inverteerbaar is dan en slechts dan als voor iedere ¢ € Spec(A)
geldt ¢(x) # 0. Hieruit volgt

Aeo(z) —= Tp(pz — ) =0) <= Fo(s(z) = A).

Als x inverteerbaar is dan is er een y zodat xy = 1, dus ¢(z)p(y) = ¢(zy) = 1 voor iedere ¢.
Stel nu dat z niet inverteerbaar is. Bekijk de verzameling {xa : a € A}. Dit is een ideaal in
A, dus bevat in een maximaal ideaal M. Volgens Propositie I1.1.7 bestaat er een ¢ € Spec(A)
met ker ¢ = M. Omdat x € M geldt ¢(z) = 0. O
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Populaire samenvatting

Verzamelingen zijn overal aanwezig binnen de wiskunde. Ze vormen de onderliggende taal
waarmee we wiskundige objecten kunnen vormgeven en bestuderen. Een verzameling is niets
anders dan twee accolades en een aantal elementen; zo is {a,4,x} een verzameling met drie
elementen. De gehele getallen Z = {---,—2,—1,0,1,2,---} vormen ook een verzameling,
waarvan het aantal elementen oneindig is. Als we nu een verzameling hebben, zoals Z, kunnen
we slechts beweringen formuleren van de vorm “4 is een element van Z” of “r is geen element
van Z” (in symbolen: 4 € Z, m ¢ 7). De structuur “verzameling” bevat simpelweg niet meer
informatie dan deze. Echter, de gehele getallen hebben beduidend meer structuur. Zo willen
we graag beweringen als “2 4+ 3 = 5" en “4 > —2” kunnen formuleren en toetsen. Om dit te
kunnen doen moeten we deze extra structuur toevoegen aan de gehele getallen. We krijgen
dan een geordende verzameling (Z,<) als we ordening toevoegen en een monoide (Z,+) als
we optelling toevoegen.

Een monoide is een verzameling met daarop een binaire operatie, dat wil zeggen een
operatie die voor iedere tweetal elementen uit de verzameling weer een element geeft. Optelling
is hier een voorbeeld van, net als vermenigvuldiging. Een ander voorbeeld is de verzameling W
van woorden, hier rijtjes letters in het Latijnse alfabet. Een bewerking * hierop wordt gegeven
door woorden aan elkaar te plakken: valk x uil = valkuil. Naast deze monoiden bestuderen
we ook zogenaamde morfismen van monoiden, afbeeldingen die structuur behouden. Een
voorbeeld van een morfisme van W naar Z is de afbeelding ¢ die aan ieder woord zijn lengte
toekent. Zo is ¢(valk) = 4 en f(uil) = 3. Deze afbeelding behoudt de structuur van de
monoiden, de binaire operatie, in de zin dat hij * overvoert in +:

¢(valk * uil) = ¢(valkuil) = 7 = 4 + 3 = {(valk) + ¢(uil).

Merk op dat deze structuurbehoudende eigenschap een vrij grote beperking is op een af-
beelding. De meeste afbeeldingen die we bedenken, zullen niet de structuur behouden. Zo
hebben we een afbeelding v: Z — W die een getal uitdrukt in de Nederlandse taal, bijvoor-
beeld v(3) = drie en v(—21) = mineenentwintig, maar dit is geen morfisme:

v(2+4) = v(6) = zes # tweevier = v(2) * v(4).

Door alle monoiden en alle structuurbehoudende afbeeldingen bij elkaar te verzamelen
krijgen we de categorie van monoiden. Deze bestaat dus uit twee dingen: een collectie van
alle monoiden en voor ieder tweetal monoiden een verzameling van alle morfismen tussen deze
twee monoiden. Op dezelfde manier kunnen we ook een categorie van geordende verzamelingen
definiéren, waarbij de morfismen afbeeldingen zijn die de ordening behouden.

Nu we over deze categorieén beschikken, kunnen we twee dingen doen: verbanden be-
studeren tussen de objecten van een categorie en verbanden bestuderen tussen verschillende
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categorieén. Deze twee concepten hangen nauw met elkaar samen. Binnen een categorie
kunnen we ons ten eerste afvragen wanneer twee objecten “gelijk” zijn. We bekijken hierbij
weer de monoiden. De meest voor de hand liggende definitie is dat twee monoiden gelijk zijn
als zowel de verzameling als de bewerking exact overeenkomen (merk op dat de bewerking
hierbij van belang is, zo zijn (Z,+) en (Z, x) toch echt verschillende monoiden), maar in
de praktijk is een verfijnder begrip van gelijkheid wenselijk. Immers, beschouw de monoide
W die bestaat uit rijtjes symbolen uit {a1,as,...,ass,a} met als bewerking x plakken:
asai * a2a8a1 = aza1a22aga1. Dit is niet exact hetzelfde als W, want de symbolen zijn an-
ders. Echter, we kunnen de elementen van W’ identificeren met de woorden van W via een
morfisme W — W dat a; vervangt door de i-de letter van het alfabet. Dit morfisme heeft de
eigenschap dat voor ieder element van W er precies één element is in W dat erop af wordt
gestuurd. Een morfisme met deze eigenschap noemen we een isomorfisme en twee monoiden
waartussen er een isomorfisme bestaat heten isomorf. Hiermee hebben we een betere manier
gevonden om monoiden te vergelijken dan gelijkheid. T'wee monoiden die isomorf zijn, hebben
dezelfde structuur en dezelfde eigenschappen, ze zijn dus “vrijwel identiek”.

Dit geeft ons een gereedschap om objecten binnen een categorie te classificeren en hiermee
kunnen we ook verschillende categorieén vergelijken. Ook hierbij kijken we niet naar absolute
gelijkheid, maar naar een overeenkomst in de structuur van de categorieén: we willen zeggen
wanneer twee categorieén “vrijwel identiek” zijn. We zouden hierbij kunnen kijken naar een
isomorfisme van categorieén, dus een afbeelding die aan ieder object van de ene categorie
precies één object van de andere categorie toekent. Maar, mede omdat categorieén enorm
groot zijn (alleen al voor W zijn er oneindig vele representaties mogelijk, een voor ieder rijtje
van 26 symbolen dat we kunnen bedenken), blijkt dit niet een praktisch begrip te zijn. Daarom
voeren we een zwakker begrip in, een equivalentie van categorieén, waarbij we objecten die
isomorf zijn identificeren. Een equivalentie van categorieén houdt dus in dat voor ieder object
in de ene categorie er op isomorfie na precies één corresponderend object in de andere categorie
is. Er kunnen dus meerdere objecten zijn die overeenkomen met 1 object, maar dan moeten
deze wel allen isomorf zijn.

In deze scriptie worden de bovenstaande begrippen formeel gedefinieerd en worden enkele
van deze equivalenties van categorieén geformuleerd en bewezen. Deze equivalenties vertalen
begrippen van één wiskundige structuur naar een geheel andere; zo vertelt Stelling II ons dat
we begrippen die iets zeggen over de structuur van een ruimte X kunnen vertalen naar zuiver
algebraische concepten in een bijbehorende algebraische structuur C'(X), een zogenaamde
Banach-algebra. De figuur op de volgende pagina geeft hiervan een voorbeeld: hier wordt de
eigenschap “samenhang”, wat min of meer betekent dat een ruimte “uit één stuk bestaat”,
vertaald naar het aantal oplossingen van de algebraische vergelijking 22 = .
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Topologische
ruimte X

Onsamenhangend

Samenhangend

Banach-algebra

¢(X)

Precies 4 elementen x die
voldoen aan x?=x

Precies 2 elementen x die
voldoen aan x%2=x

Figuur 1: Vertaling van een topologische eigenschap naar een algebraische.
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